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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ
 РАСЧЁТНО-ГРАФИЧЕСКИХ ЗАДАНИЙ

Занятия по этим курсам обязательно должны сопровождаться решением
задач, так как только при самостоятельном выполнении расчётов можно вы-
работать  необходимые навыки анализа  расчетных схем элементов машин,
зданий  и  сооружений.  Учебными  планами  для  студентов  заочной  формы
обучения  предусмотрено  выполнение  одного  расчётно-графического
задания  (РГЗ),  выполнение которого  требует  освоения  основных разделов
изучаемого курса. 

В  задачах,  предлагаемых  студентам  для  самостоятельного  решения  и
входящих в данное пособие, рассматриваются типовые расчеёты элементов
инженерных сооружений,  машин и механизмов. 

1. Каждый студент выполняет РГЗ, предусмотренные учебным графиком.
Количество работ, перечень задач, входящих в РГЗ,  сообщаются студентам
на первом установочном занятии. 

2.  РГЗ  выполняются  в  обычных  тетрадях,  имеющих  поле  4  см  для
замечаний  преподавателя.  На  обложке  тетради  следует  четко  написать
название  РГЗ,  номер  варианта  задания,  название  дисциплины,  фамилию,
имя и отчество студента, шифр учебной группы. 

3.  Исходные  данные  для  выполнения  РГЗ  должны  быть  выбраны  из
таблиц  в  соответствии  с  двумя  последними  цифрами  зачётной  книжки
студента. 

Если  номер  зачётной  книжки  студента,  например,  23,  то  выбираем
рисунок 2, номер условия 3.

4.  Перед решением каждой задачи надо выписать полностью её условие,
числовые  данные,  составить  в  масштабе  аккуратный чертеж  и  указать  на
нём все величины, необходимые для расчёта. 

5.  Решение  задач  должно  сопровождаться  краткими  объяснениями  и
чертежами, на которых все входящие в расчёт величины следует указать в
числах,  соответствующих выданному варианту.  При использовании в рас-
чётах формул следует подставить  в них числовые значения и,  не  приводя
промежуточных вычислений, записать ответ с указанием размерностей оп-
ределяемых величин.  

6.  Если  неправильно  выполненное  РГЗ  возвращено  студенту  для  ис-
правления,  то  эти  исправления  следует  выполнить  на  отдельных  листах,
вклеить их в незачтённое РГЗ (вместе со старыми листами, а не вместо них)
и  сдать   повторно  на  проверку.  Отдельно  от  РГЗ  исправления  не
рассматриваются. 

7. При сдаче экзамена или зачёта  студент должен представить все вы-
полненные и зачтённые задачи из РГЗ. 
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РАСЧЁТНО-ГРАФИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

ЗАДАЧА № 1

Ступенчатый брус нагружен силами   и  , направленными вдоль

его оси. Заданы длины участков a, b, c и площади их поперечных сечений 

и  .   Модуль  упругости  материала  E=2⋅105  МПа,  предел  текучести
σТ=240  МПа  и  запас  прочности  по  отношению  к  пределу  текучести

.
 Требуется:
 1) построить эпюры продольных сил  ,  напряжений   и продольных

перемещений ;
 2) проверить, выполняется ли условие прочности. 
Расчетные  схемы  выбираются  по  рис.1,  числовые  данные  берутся  из

табл.1. 

Рис. 1. Расчетные схемы к задаче № 1
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Таблица 1 

Числовые данные к задаче № 1

Номер
строки

Номер
схемы

по

Сила, кН Длина участков, м Площадь
поперечного
сечения, см2

рис1. а b с

1 1 40 90 100 0,3 0,5 0,6 5 10
2 2 45 80 120 0,3 0.5 0,5 4 12
3 3 50 85 110 0,4 0,6 0,4 6 14
4 4 35 70 115 0,4 0,6 0,6 4 10
5 5 40 75 100 0,5 0,4 0,3 5 15
6 6 50 80 95 0,5 0,4 0,4 6 18
7 7 60 70 120 0,3 0,2 0,5 4 12
8 8 45 60 115 0,4 0,3 0,6 7 10
9 9 35 65 110 0,2 0,4 0,4 8 14
0 10 30 90 95 0,5 0,5 0,3 6 16

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШНИЮ ЗАДАЧИ №1 

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

 Рассмотрим  такой  вид  нагружения,  как  растяжение  (сжатие),   при
котором в поперечных сечениях бруса возникают только продольные силы,
направленные вдоль его оси, все остальные внутренние усилия равны нулю.

Продольная, или нормальная сила,  N считается положительной при рас-
тяжении и отрицательной при сжатии. Ее величина может быть найдена с
помощью  метода  сечений:  она  численно  равна  алгебраической  сумме
проекций на  ось  бруса  всех  внешних сил,  приложенных к  брусу  по  одну
сторону от рассматриваемого сечения.

Действующая в поперечном сечении продольная сила N равномерно рас-
пределяется по всему сечению и,  как следствие этого,  нормальные напря-
жения  также равномерно распределяются по всему сечению.

Их величина определяется по формуле

                   ,                                          (1.1)
где N - продольная сила в поперечном сечении;
      F - его площадь.

(В  некоторых  учебниках  и  учебных  пособиях   площадь  обозначается
латинской буквой А).

В системе СИ сила выражается в ньютонах, площадь поперечного сече-
ния - в квадратных метрах (м2), нормальное напряжение - в паскалях (Па).
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Сила может быть выражена в килограммах, а напряжение в килограммах,
деленных на сантиметр в квадрате.

Абсолютное удлинение бруса при растяжении определяется по формуле

                          (1.2)

где l  - начальная длина бруса;
lк - длина бруса после деформации.

Относительное удлинение бруса (относительная продольная деформация)

. (1.3)
При растяжении l > 0 и   > 0, при сжатии эти величины отрицательны.
Абсолютное поперечное сужение

                                       (1.4)

где b  - первоначальный поперечный размер бруса;
bк - величина поперечного размера бруса после нагружения.

Относительное  поперечное  сужение  (относительная  поперечная  дефор-
мация)

.                                             (1.5)

Абсолютная  величина  отношения  ε '
/ε ,  обозначаемая  ,  называется

коэффициентом Пуассона. Она является постоянной для каждого материала
и характеризует его упругие свойства:

                                             (1.6)

Между  нормальным  напряжением  и  относительным  удлинением  суще-
ствует прямая пропорциональная зависимость, называемая законом Гука

                                                   σ=ε E ,                                     (1.7)
где E - коэффициент пропорциональности ( модуль упругости первого рода,
или модуль Юнга).

Модуль упругости - это физическая характеристика материала, измеряе -
мая в тех же единицах, что и нормальное напряжение.

Учитывая,  что   и  ,  можно  записать  выражение  для
вычисления абсолютного удлинения бруса в виде
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Δl=
N l
E F  .                                          

(1.8)

Для ступенчатого стержня и (или) стержня с несколькими продольными
нагрузками  удлинение  подсчитывается  как  алгебраическая  сумма  удлине-
ний участков бруса, в пределах которых N, E, F постоянны:

Δl=∑
i=1

n N i⋅li

E i⋅F i  .                                  
(1.9)

Если же величины N и  F изменяются по длине бруса, его абсолютное уд-
линение вычисляется по формуле

                                         
Δ  l=∫

l

N ( z ) dz
E F (z )

.
                                       (1.10)

Используя  соотношение  max  [],  называемое  условием  прочности,
можно решить три основных задачи сопротивления материалов.

1.  Подобрать  сечение  растянутого  (сжатого)  бруса,  при  котором  его
прочность будет обеспечена. Расчетная формула в этом случае имеет вид

,                                        (1.11)

где  N -  продольная  сила  в  опасном  сечении  бруса  (сечении,  в  котором
действует максимальное нормальное напряжение);

F - площадь поперечного сечения бруса;
[] - допускаемое напряжение материала бруса.
Отсюда определяется необходимая площадь его сечения

 .                                       (1.12)
Зная форму сечения и его площадь, можно определить линейные разме-

ры сечения или по сортаменту подобрать требуемый стандартный профиль:
уголок, швеллер, двутавр и т. д.

Допускаемое напряжение [] либо задается заранее, либо находится по
формуле

 ,                                    (1.13)
где опасн  т - предел текучести для пластичных материалов; опасн
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- временное сопротивление для хрупких материалов;
n - запас прочности материала .

2. Определить допускаемую нагрузку, если известны прочностные свой-
ства материала и площадь поперечного сечения бруса.

Расчетная формула, вытекающая из условия прочности

                                               N≤F [ σ ] ,                                 (1.14)

позволяет  вычислить  наибольшее  значение  продольной  силы  N,  дей-
ствующей в опасном сечении и, следовательно, величину внешних нагрузок,
приложенных к брусу.

3. Проведение поверочного расчета прочности бруса.
При поверочном расчете нагрузки, размеры и материал, из которого изго-

товлен брус,  считаются известными. Вычисляется наибольшее нормальное
напряжение в опасном поперечном сечении и сравнивается с допускаемым:

                               (1.15)

Если max  [], то прочность бруса обеспечена.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №1

Ступенчатый брус нагружен силами Р1, Р2, Р3, (рис.2,а). 
Требуется построить эпюры продольных сил N, нормальных напряжений

, продольных  перемещений   и  проверить,  выполняется  ли  условие
прочности. 

Числовые данные к задаче выбираются по табл.  1. 

  Например: P1=40  кН, P2=90  кН, P3=110  кН, 
a=0,5  м  

м, c=0,4 м; F1=6  см2 , F2=14  cм2
.  

Для всех вариантов принимается: E=2⋅105  МПа ; σТ=240  МПа

nÒ=1,5 .

1. Построение эпюры N.
На  брус  действуют  три  силы,  следовательно,  продольная  сила  по  его

длине  будет  изменяться.  Разбиваем  брус  на  участки,  в  пределах  которых
продольная  сила  будет  постоянной.  В  данном случае  границами участков
являются сечения, в которых приложены силы. Обозначим сечения буквами
А, В, С, D, начиная со свободного конца, в данном случае правого. 

5,0, b
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Для  определения  продольной
силы  на  каждом  участке
рассматриваем  произвольное
поперечное  сечение,  сила  в
котором  определяется  по  пра-
вилу,  приведенному  ранее.
Чтобы  не  определять
предварительно  реакцию  в
заделке  D,  начинаем расчеты  со
свободного конца бруса А. 

Участок  АВ,  сечение  1-1.
Справа  от  сечения  действует

растягивающая  сила  
(рис. 2, а).  В  соответствии  с
упомянутым ранее правилом, по-
лучаем 

N AB =+ P1=40  кН.  
Участок  ВС,  сечение  2-2.

Справа от него расположены две
силы,  направленные  в  разные
стороны.  С  учетом  правила

знаков, получим
NBC =+ P1−P2=40−90=−50  кН.

Участок СD, сечение 3-3: аналогично получаем 
NCD =+P1−P2−P3=40−90−110=−160  кН.

По найденным значениям  N в выбранном масштабе строим эпюру, учи-
тывая, что в пределах каждого участка продольная сила постоянна (рис.2.5)

Положительные  значения  N откладываем  вверх  от  оси  эпюры,  отрица-
тельные - вниз.

2. Построение эпюры напряжений .
По  формуле  (1.1)  вычисляем  напряжения  в  поперечном  сечении  для

каждого участка бруса:

σ=
N AB

F AB

=
40⋅103

14⋅10−4
=2,86⋅107 Н

см2
=28 , 6 МПа

;

σ=
N BC

FBC

=
−50⋅103

6⋅10− 4
=−83 , 3  МПа

;

σ=
NCD

FCD

=
−160⋅103

6⋅10−4
=−267  МПа

.
При вычислении нормальных напряжений  значения продольных сил  N

берутся по эпюре с учетом их знаков. Знак плюс соответствует растяжению,
минус -  сжатию. Эпюра напряжений показана на рис. 2, в. 

Рис. 2. Расчетная схема бруса и эпюры:

а - расчетная схема; б - эпюра продольных
сил; в - эпюра напряжений;

 г - эпюра продольных перемещений
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3. Построение эпюры продольных перемещений.
Для построения эпюры перемещений вычисляем абсолютные удлинения

отдельных участков бруса, используя закон Гука (1.8): 

Δl AB=

N AB⋅¿l
AB

E⋅F AB

=
40⋅103⋅0,4

2⋅105⋅106⋅14⋅10−4
=0 , 57⋅10−4 м; ¿

ΔlBC=

N BC⋅¿ l
BC

E⋅FBC

=
−50⋅103⋅0,5

2⋅105⋅106⋅6⋅10−4=−2,1⋅10−4  м ¿
;

ΔlCD=

N CD⋅¿ l
CD

E⋅FCD

=
−160⋅103⋅0,5

2⋅105⋅106⋅6⋅10−4=−6,7⋅10−4 м ¿
.

Определяем перемещения сечений,  начиная с  неподвижного закреплен-
ного конца. Сечение  D расположено в заделке, оно не может смещаться и
его перемещение равно нулю:

 
Сечение  С переместится в результате изменения длины участка  CD. Пе-

ремещение сечения С определяется по формуле
ΔC=ΔlCD=−6,7⋅10−4 м .

При отрицательной (сжимающей) силе точка С сместится влево.
 Перемещение сечения В является результатом изменения длин DC и CB.

Складывая их удлинения, получаем 
ΔB=ΔlCD+ΔlBC=−6,7⋅10−4

−2,1⋅10−4
=−8,8⋅10−4  м  .

Рассуждая аналогично, вычисляем перемещение сечения А: 

ΔA=ΔlCD+ΔlBC+Δl AB=−6,7⋅10−4
−2,1⋅10−4

+0 ,57⋅10−4
=−8 ,23⋅10−4  м . 

В выбранном масштабе  откладываем от  исходной оси значения  вычис-
ленных перемещений. Соединив полученные точки прямыми линиями, стр-
оим эпюру перемещений ( рис. 2, г).

4. Проверка прочности бруса. 
Условие прочности записывается в следующем  виде:

.

Максимальное напряжение  находим по эпюре напряжений, выбирая
максимальное по абсолютной величине:

σ max=267  МПа .
Это напряжение действует  на участке  DC,  все сечения которого являются
опасным.
 Допускаемое напряжение вычисляем по формуле (1.13):

[σ ]=
σТ

nТ

=
240
1,5

=160  МПа
.

Сравнивая  и , видим, что условие прочности не выполняется, так
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как максимальное напряжение превышает допускаемое. 

ЗАДАЧА № 2

К  стальному  брусу  круглого  поперечного  сечения  приложены  четыре

крутящих момента , три из которых известны.
 Требуется: 
1) установить, при каком значении момента Х угол поворота правого кон-

цевого сечения равен нулю; 
2) при найденном значении Х построить эпюру крутящих моментов; 
3) при заданном значении допускаемого напряжения [] определить диа-

метр вала из условия его прочности и округлить величину диаметра до бли-
жайшей большей стандартной величины, равной 30, 35,  40, 45,  50, 60,  80,
90, 100 мм; 
     4) проверить, выполняется ли условие жесткости бруса при выбранном

диаметре, если допускаемый угол закручивания 1 град/м;
 5) построить эпюру углов закручивания. 

Для всех вариантов принять модуль сдвига для стали G=8⋅105  МПа
Числовые данные берутся из табл. 2, расчетные схемы - по рис. 3.

Таблица 2
Числовые данные к задаче № 2 

Номер
строки

Номер
расч.

схемы
по

Размер, м Момент, кН м [],
МПа

рис. 6 а B с

1 1 0,8 0,4 1,0 2,0 1,6 1,0 35
2 2 0,6 0,5 0,5 1,8 1,7 1,2 40
3 3 0,4 0,7 0,7 1,7 0,9 0,7 50
4 4 0,6 0,4 0,6 1,5 0,8 1,5 45
5 5 0,5 0,8 0,4 1,3 2,0 1,4 60
6 6 0,7 1,0 0,8 1,0 1,7 2,0 40
7 7 1,0 0,7 1,0 1,6 1,5 1,6 35
8 8 0,4 0,6 0,5 1,4 1.6 1,8 70
9 9 0,7 0,4 0,6 1,5 0,8 0,9 80
0 10 0,5 0,5 0,4 0,9 1,0 1,5 60
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Рис. 3. Расчетные схемы к задаче № 2 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 2 

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Брус,  нагруженный  парами сил,  плоскости  действия  которых  пер-
пендикулярны  его  оси,  испытывает  деформацию  кручения.  Внутренним
силовым  фактором  в  поперечном  сечении  бруса  в  этом  случае  является

крутящий момент M кр , величину которого определяют методом сечений. 
На основании этого метода можно сформулировать правило для опреде -

ления  крутящего  момента  в  сечении  бруса:  крутящий  момент  в  любом
сечении бруса численно равен алгебраической сумме крутящих моментов,
расположенных  по  одну  сторону  от  этого  сечения;  при  этом  крутящий
момент, приложенный к брусу, считается условно положительным, если при
взгляде  вдоль  оси  бруса  с  левого  конца  мы  видим  его  направленным  по
ходу часовой стрелки. 

Размеры и форма поперечного сечения бруса в расчетах на кручение учи -
тываются двумя геометрическими характеристиками:  полярным моментом
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инерции   и  полярным  моментом  сопротивления  W ρ .  Для  круглого
сечения они вычисляются по следующим формулам:

J ρ =
π d 4

32
≈0,1 d4 ;

(2.1)

W ρ=
π d3

16
≈0,2 d3 ,

(2.2)
где     d -  диаметр сечения.

Крутящий момент  M кр  вызывает  в  сечениях  касательные напряжения

, вычисляемых по формуле 

                                             
τ ρ=

M кр

I p

ρ
,                                     (2.3)

где M кр - крутящий момент в сечении бруса;

      - полярный момент инерции сечения;
        -  расстояние  от  центра  тяжести  сечения  до  точки,  в  которой

определяются напряжения.
Условие прочности записывается в виде 

τ max=
M кр

max

W ρ

≤[ τ ] ,
(2.4)

где  M кр
max

 -  максимальная  по  модулю  величина  крутящего   момента,

определяемого по эпюре M кр ;
W ρ - полярный момент сопротивления;

         [] - допускаемое касательное напряжение. 
Деформация при кручении характеризуется углом закручивания  (рад):

ϕ=
M кр l

G J ρ                             (2.5)
где      l -  длина бруса; 
         G -  модуль сдвига (модуль упругости второго рода).

Угол закручивания на единице длины бруса называется относительным углом 
закручивания   и вычисляется по формуле 
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θ=
M кр

G J ρ . (2.6)

Условие жесткости накладывает ограничение на величину относительно-
го угла закручивания: 

θmax ¿ [θ ]
,

где  [ ]  -  допускаемый угол закручивания. 
Условие жесткости с уёетом формулы (2.6) имеет вид 

M кр
max

G J ρ

≤[θ ]
.  (2.7)

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №2
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Для заданного бруса круглого сечения (рис.  4,  а)  определить величину
момента X, при котором угол поворота свободного конца бруса равен нулю,
построить эпюры крутящих моментов и углов закручивания, подобрать ди-

аметр  сечения  по
условию  прочности  и
произвести  проверку
бруса на жесткость. 

Числовые данные к 
задаче: а =0,8 м; в=1,0 м;
с=0,4 м;  M1=2 кН м;  
M2=0,9 кНм;

M 3=1  кН⋅м;   []=40 
МПа; G=8104 МПа.

1.Определение
величины  неизвестного
крутящего момента Х. 

Брус  жестко  заделан
левым концом  А,  правый
конец  Е  свободный.  В
сечениях  В,  С, и  D при-
ложены известные крутя-
щие моменты. Для опре-
деления  неизвестного
момента  Х используем

условие равенства нулю угла поворота сечения Е.
Угол  поворота  сечения  Е  относительно  сечения  А определяется  как

сумма углов закручивания отдельных участков: 
ϕE=ϕ AB+ϕ BC +ϕCD+ϕDE=

=
M кр

AB l AB

G J ρ

+
M кр

BC lBC

G⋅J ρ

+
M кр

CD lCD

G J ρ

+
M кр

DE lDE

G J ρ

=0.
            

(2.8)
Крутящие моменты M кр , входящие в выражение (2.8), определяются по

приведённому выше правилу. 
Вычисления начинаем с незакреплённого  конца: 
   

                    

M кр
DE=X ;

M кр
CD=X+M 3=X+1,0;

       

M кр
BC=X+M 3−M 2=X+1,0−0,9=X+0,1;

M кр
AB=X+M 3−M2−M 1=X+1,0−0,9−2=X−1,9 .              

(2.9)

Рис. 4. Брус, работающий на кручение: 
а - расчетная схема; 
б - эпюра крутящих моментов; 
в - эпюра углов закручивания 
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Используя выражения (2.9) и сокращая на , приводим уравнение (2.8) к
виду

(X−1,9 ) a+(X+0,1) b+(X+1,0 ) c+X a=0 .

Подставляя значения a , b , c (рис. 4,а)   и решая это уравнение, получаем
Х = 0,34 кНм. 

Примечание: если значение  Х получится со знаком минус,  направление
крутящего момента задано неправильно. В данном примере X положителен,
следовательно, направление крутящего момента, показанное на рис.4, пра-
вильно. 

2. Построение эпюры крутящих моментов. 
Найденное значение  Х =  0,34 кНм подставляем в выражения (2.9), вы-

числяя таким образом величину крутящего момента на каждом участке: 

M к
DE=0 ,34  кН⋅м;  M к

CD=1 ,34  кН⋅м;

M к
BC=0 ,44  кН⋅м;  M к

AB=−1 , 56  кН⋅м .

По найденным значениям  M кр  строим эпюру крутящих моментов. Для
этого рассматриваем последовательно участки ЕD, DC, CB и CA. Крутящие
моменты, действующие на этих участках, уже вычислены. 

Величина крутящего момента на каждом участке не зависит от положе-
ния  сечения  в  пределах  участка  (крутящий  момент  постоянен),  поэтому
эпюра  крутящих  моментов  ограничена  отрезками  прямых   (рис.4,б).
Построенная эпюра позволяет найти опасное сечение, т.е. такое, в котором
действует максимальный (по модулю) крутящий момент. 

В рассматриваемом примере опасными будут сечения в пределах участка
АВ; расчетное значение крутящего момента 

M кр
max

=1 ,56 кН⋅м .

3. Подбор диаметра поперечного сечения бруса. 
Используем условие прочности (2.4) 

.

Учитывая, что 
W p=

π d3

16 , выразим диаметр из условия прочности 

d≥
3√16 M кр

max

π [ τ ]
.

Подставляя M кр
max

= 1,56 кНм и [ τ ]=40⋅106 Па , вычисляем диаметр по-
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перечного сечения, округляя его до стандартной величины: 

d≥ 3√
16⋅1, 56⋅103

π⋅40⋅10
6 =0 ,058  м≈0 , 06 м=60  мм.

4. Проверка условия жёсткости. 
Условие жёсткости записываем в форме (2.7):

M кр
max

G J ρ

≤[θ ]
.

По условию задачи []= 1  град/м. Переводя значение угла из градусной
меры в радианную, получаем 

[θ ]=1 град/м=
π

180
⋅1 =0 ,017

1
м

.

Вычисляем выражение, стоящее в левой части условия жёсткости, опре-
делив предварительно величину полярного момента инерции бруса:

J ρ=
π d4

32
=

π⋅0 ,064

32
=1 ,27⋅10−6 м4 ;

 

M кр
max

G J ρ

=
1 ,56⋅103

8⋅1010
⋅1, 38⋅10−6

=0 , 015  1
м

.

Сравнение левой и правой частей условия жесткости показывает, что оно
выполняется:

θmax=0 ,015
1
м
<[θ ]=0 ,017

1
м

.

5. Построение эпюры углов закручивания. 
Вычисляем углы закручивания по участкам, используя формулу (2.5): 

ϕ AB=
M кр

AB lAB

G J ρ

=
−1,56⋅103⋅0,8

8⋅1010
⋅1 , 27⋅10−6

=−0 , 0123 ;

ϕBC=
M кр

BC lBC

G J ρ

=
0 , 44⋅103⋅1

8⋅1010
⋅1 ,27⋅10−6

=0 , 0043;

ϕCD=
M кр

CD lCD

G J ρ

=
1 ,34⋅103⋅0,4

8⋅1010
⋅1 , 27⋅10−6

=0 , 0053 ;

ϕ DE=
M кр

DE lDE

G J ρ

=
0 ,34⋅103⋅0,8

8⋅1010
⋅1 , 27⋅10−6

=0 , 0027 .

Угол поворота  каждого  сечения  равен  сумме углов закручивания  соот-
ветствующих  участков  бруса.  Суммирование  углов  начинаем  с
незакрепленного конца А: 
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 так как сечение в заделке неподвижно; 

По вычисленным углам поворота сечений построена эпюра углов закру-
чивания (рис. 4,в).

Равенство  является проверкой решения, так как неизвестный кру-
тящий момент Х определялся из условия равенства нулю угла поворота сво-
бодного конца бруса. 

ЗАДАЧА № 3
Стальной  вал  постоянного  сечения  вращается  с  частотой  n  (об/мин)  и

передает мощность  N (кВт). Требуется подобрать диаметр вала из условия
его прочности при совместном действии изгиба и кручения, если изв естны
предел текучести материала т и коэффициент запаса прочности
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 nт = 3.
Числовые данные берутся из табл.3, расчётные схемы по рис.5.
Необходимые характеристики материала приведены в табл.4.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 3

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Расчет вала на статическую прочность начинается с определения дейст-
вующих на  него  нагрузок.  Нагрузки  на  вал  передаются  через  шкивы или
шестерни.  Зная  величину  передаваемой  мощности  N и  число  оборотов  в
минуту  n,  можно определить величину крутящего момента,  действующего
на участке вала между шкивами по формуле 

     
M кр=1 ,02⋅

30⋅N
π⋅n

 кН⋅м  ; (1 кВт=102
кг⋅м

с
=1 , 02

кН⋅м
с )

                (3.1)
По величине крутящего момента вычисляются окружные усилия, прило-

женные к шкивам и  передающиеся на вал. Эти усилия раскладываются на
вертикальные и горизонтальные составляющие. 

Усилия, передающиеся на вал через шестерню зубчатого зацепления:

M к=P
D
2

; P=
2 M к

D
;

Py=P cosα ;
Pz=P sin α .

Усилия, передающиеся 
на вал через шкив ременной
передачи:

M кр=2t
D
2
−t

D
2
=t

D
2

;

t=
2M кр

D
;

Q=3 t ; Q y=Q cos α ;
Qz=Q sin α .

Рис. 5. Расчётные схемы
валов
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Таблица 3
Числовые данные к задаче № 3

Номер
строки

Номер
расч.

схемы

Размер, м N, n,
Марка
стали

по 
рис. 35

a B c D1 D2 кВт об/мин  

1 1 0,5 0,3 0,3 0,4 0,6 20 120 10
2 2 0,4 0,5 0,5 0,2 0,6 15 380 20
3 3 0,3 0,7 0,3 0,3 0,5 10 380 25
4 4 0,4 0,3 0,5 0,2 0,4 16 280 3
5 5 0,6 0,8 0,4 0,4 0,6 18 280 30
6 6 0,4 0,5 0,3 0,3 0,6 12 120 35
7 7 0,5 0,3 0,3 0,2 0,5 14 120 4
8 8 0,6 0,4 0,5 0,5 0,5 20 280 10
9 9 0,4 0,6 0,3 0,4 0,4 15 380 3
0 10 0,8 0,4 0,7 0,3 0,5 17 380 30

з ж а б в Г д ж е

Таблица 4
Механические характеристики сталей 

Предел Предел Предел выносливости
Марка
стали

текучести
σт , МПа

прочности
σ в , МПа

при изгибе
σ
−1 , МПа

при кручении
τ
−1 , МПа

3
4

10
20
25
30
35

250
280
250
250
280
300
320

420
460
340
420
460
500
540

170 - 220
190 - 250
160 - 190
170 - 220
190 - 250
200 - 270
220 - 300

100 -130
-

80 - 120
100 - 130

-
110 - 140
130 – 180

Примечание.  Если  -1 в  таблице не дано,  то используется эмпирическая
формула -1  0,6 -1.

Нагрузки,  действующие на вал,  вызывают его кручение и изгиб в двух
взаимно перпендикулярных плоскостях. Для расчета вала на прочность сле-
дует  построить  эпюры изгибающих  моментов  в  вертикальной  My и  гори-
зонтальной Mz плоскостях и эпюру крутящих моментов Мкр. 

Условие прочности вала записывается для опасного сечения, в котором
расчетный (приведенный) момент имеет максимальную величину. 

По третьей гипотезе прочности расчетный момент в опасном сечении вы-
числяется по формуле
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                                                                                 (3.2)
где     МP - расчетный момент;
   Мy ,  Мz -  изгибающие  моменты  в  рассматриваемом  сечении  вала;
          Мкр - крутящий момент в этом же сечении.
Если положение опасного сечения не очевидно, вычисляются расчетные момен-
ты для нескольких сечений вала и для дальнейшего расчета выбирается сечение
с наибольшим расчетным моментом.

Из условия прочности вала 

                                                                                       (3.3)  

где     - максимальный расчетный момент;
          Wи - момент сопротивления сечения при изгибе; 
          [] - допускаемое напряжение, определяемое по пределу текучести  т

                    и запасу прочности nт отношением 
вычисляется требуемое значение диаметра вала 

                                                                                                  (3.4)

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №3

Стальной вал  постоянного  сечения  (рис.36,  а)  вращается  с  постоянной
угловой скоростью n =  120 об/мин и передает через шкив диаметром  D2 =
0,6 м мощность N = 20 кВт.

Подобрать диаметр вала из условия его прочности, если вал изготовлен
из  стали марки Ст.  50 с  пределом текучести  материала  т =  380 МПа  и
коэффициент запаса прочности по отношению к пределу текучести nт= 3.

Остальные числовые данные к задаче:
а = 0,3 м;  в = 0,3 м;  с = 0,2 м; D1 = 0,3 м.

1.Определение нагрузок, передающихся на вал.
На рис.6,а показаны усилия, приложенные к шкиву (сечение  D) и к ше-

стерне (сечение B).
Крутящий момент, передаваемый через шкив на вал:

M к=1 ,02⋅
30⋅N
π⋅120

=1 ,  02⋅
30⋅20
π⋅120

=1 , 62 кНм .

Нагрузки, действующие на вал, определяются с учетом того, что окружные
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усилия,  приложенные  к  шкивам,  при  переносе  их  в  центр  поперечного
сечения  вала   приводятся  к  силам,  изгибающим его  в  двух плоскостях,  и
скручивающему  моменту.

P=
2 M к

D1

=
2⋅1 ,62
0,3

=10 ,8  кН ;

Pв=P z=P=10 , 8  кН ;
Pг=Py=0 ;

t=
2 M к

D2

=
2⋅1 ,62
0,6

=5,4  кН ;

Q=t+2 t=3t=3⋅5,4=16 , 2  кН ;
Qв=Q z=Q sin 60∘=16 ,2 sin 60∘=14 ,03  кН ;
Qг=Q y=Q cos60∘=16 ,2cos 60∘=8,1  кН.

             

Расчетная схема вала показана
        на рис. рис.6,б.

2. Построение эпюр изгибающих и крутящего моментов.
Из  условий  нагружения  вала  следует,  что  он  испытывает  кручение  на

участке  BD постоянным крутящим моментом  M кр=1 ,62  кН⋅м , эпюра ко-
торого показана на рис.36, в. 
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Схема нагрузок,  приложенных к  валу  в  вертикальной плоскости,  пред-
ставлена  на рис.36,г. Для построения эпюры изгибающих моментов от дей-
ствия  этих  сил,  вал  рассматривается  как  простая  двухопорная  балка,  для
которой следует вычислить вертикальные опорные реакции:

                             

∑mA=0 ; 10 ,83⋅0,3+14 ,03⋅0,8−RzC
⋅0,6=0 ;

R zC
=24 , 12 кН ;

∑mC=0 ; R zA
⋅0,6−10 , 8⋅0,3+14 , 03⋅0,2=0 ;

R zA
=0 , 72 кН.

Проверка вычислений опорных реакций:

∑Y=0 ; 0 , 72−10 ,8+24 ,1−14 ,03≈0 .
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Рис 6. Расчётная схема и эпюры моментов внутренних усилий в
поперечных сечениях вала

Вычисляем изгибающие моменты от действия вертикальных сил в харак-
терных сечениях вала: 

M y
A=0 ; M y

B=R zA
⋅a=0 , 72⋅0,3=0 ,216 кН⋅м;

M y
D=0 ; M y

C=− Qz c=−14 ,03⋅0,2=−2 , 80 кН⋅м .
По вычисленным значениям построена эпюра изгибающих моментов  My

от действия сил, расположенных в вертикальной плоскости  (рис.6 ,д).
На  рис.6,е показаны  нагрузки,  приложенные  к  валу  в  горизонтальной

плоскости (для наглядности чертежа схема  повернута на ). 
Для построения эпюры изгибающих моментов от действия этих сил вычисля-
ются горизонтальные опорные реакции:

∑mA=0 ; R yC
⋅0,6−8,1⋅0,8=0 ; R yC

=10 ,8  кН ;

∑mC=0 ; Ry A
⋅0,6+8,1⋅0,2=0 ; R y A

=−2,7  кН.

Проверка  определения горизонтальных опорных реакций:

Изгибающие моменты в характерных сечениях вала: 

25



M z
A=0 ; M z

B=R y A
⋅a=−2,7⋅0,3=−0 ,81 кН⋅м ;

M z
D=0 ; M z

C=−Q y⋅0,2=−8,1⋅0,2=−1 ,62 кН⋅м .
По вычисленным значениям момента строится эпюра Mz (рис.6,ж).
3. Подбор поперечного сечения (определение диаметра вала).
Материал вала - сталь марки Ст.50, допускаемое напряжение для которой

[σ ]=
σт

nт

=
380

3
=127  МПа.

Опасным для вала является сечение С, так как в этом сечении действует
крутящий момент, а изгибающие моменты в вертикальной и горизонтальной
плоскостях максимальны (рис.6 в, д, ж). 

Величины моментов в сечении С :
M yC

=2,806 кН⋅м ; M zC
=1 , 62 кН⋅м ; M крС „

=1 ,62 кН⋅м .

Расчетный момент по третьей гипотезе прочности

M p
max=M p

C=√M yC
2 +M zC

2 +M крC
2 =√2 , 8062+1 ,622+1 , 622=3 ,62 кН⋅м .

Искомый диаметр вала:

d≥
3√32 M p

max

π [ σ ]
=

3√32⋅3 ,62⋅103

π⋅127⋅106
=0 ,0662  м=66  мм .
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ЗАДАЧА № 4
Для стального вала постоянного сечения, рассмотренного в предыдущей

задаче,  выполнить проверочный расчет  на  прочность  при напряжениях  в
его  поперечных  сечениях,  циклически  изменяющихся  во  времени.
Считается,  что  нормальные  напряжения  изменяются  по  симметричному
циклу, а касательные  по пульсационному.

В расчёте учесть влияние на прочность вала концентрации напряжений,
создаваемой наличием шпоночных канавок в сечениях, где имеются шкивы,
и  влияние  прессовой  насадки  подшипников  -  в  опорных  сечениях.  Обра-
ботка поверхности вала - тонкая обточка.

Нормативный запас усталостной прочности принять [n] = 1,5.
Усилия, приложенные к валу и входящие в расчёт,  берутся из решения

задачи № 3; механические характеристики материала - из  табл.4. Необхо-
димые справочные данные приводятся в методических указаниях к данной
задаче.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 4

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Основные понятия.
 Многие детали машин в процессе эксплуатации подвергаются действию

напряжений, циклически изменяющихся во времени, что приводит к появле-
нию микротрещин, их росту и, как следствие этого, к разрушению матери-
ала.  Разрушение  под  действием  повторно-переменных  напряжений
называется усталостным разрушением или усталостью материала.

 Способность материала сопротивляться усталостному разрушению назы-
вается выносливостью.  Проверочный  расчет  на  выносливость  сводится  к
вычислению запаса усталостной прочности и сравнению его с нормативным
.

1.Характеристики циклов напряжений. 

    Рис. 7. График изменения циклического
   напряжения во времени
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Напряжения, периодически изменяющиеся во времени, называются цик-
лическими.  На  рис.7  показана  зависимость  циклического  напряжения  от
времени.

Основные характеристики цикла:
min - минимальное напряжение цикла; 
max - максимальное напряжение;

 - среднее напряжение цикла;                            (4.1)

 - амплитудное напряжение цикла.
Каждый цикл  характеризуется его коэффициентом   асимметрии 

                                                       
r=

σ min

σ max .                                                      (4.2)
Частными случаями циклов являются  симметричный и пульсационный,

графики которых приведены на рис.38.
Основные характеристики этих циклов следующие:

симметричный цикл

                          (4.3)
пульсационный  цикл

                                                      (4.4)

2. Предел выносливости. 
Максимальное  напряжение  цикла,  при  котором  стандартный  образец

выдерживает  неограниченное  число  циклов  нагружений,  не  разрушаясь,
называется  пределом выносливости материала.  Для предела выносливости
принято обозначение r, (r - коэффициент асимметрии цикла). 

Для  симметричного  цикла  r  =  -  1,  поэтому  предел  выносливости,
определяемый при чистом изгибе, обозначается  -1, а при чистом кручении
-1.

3.Коэффициент снижения предела выносливости.
На  величину  предела  выносливости  материала,   кроме  коэффициента

б)а)

Рис.8. Циклы напряжений: 
а - симметричный; б - пульсационный
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асимметрии цикла,  влияет  целый ряд  различных факторов,  в  первую оче-
редь  концентрация  напряжений,  размеры  образца  или  детали,  качество
обработки поверхности.

 Для того чтобы учесть влияние этих  факторов, вводятся соответствую-
щие  коэффициенты,  величины  которых  определяются  экспериментально
или из теоретических предпосылок и приводятся в справочной литературе.
При  решении  рассматриваемой  задачи  используются  таблицы  5-8,  в
которых приводятся:
k, k - эффективные коэффициенты концентрации для нормальных и касатель-
ных напряжений и коэффициенты снижения предела выносливости при прес-
совой посадке подшипников (табл.5,6);
,   - коэффициенты влияния абсолютных размеров сечения  соответственно
для нормальных и касательных напряжений (табл.7).
       - коэффициент чувствительности материала к асимметрии цикла (табл.8).
           Коэффициент влияния качества обработки поверхности   определяется 
по графикам, приведенным на рис.9.

Совместное  влияние  всех  указанных  факторов  на  величину  предела
выносливости  детали  учитывается  коэффициентами  снижения  предела

выносливости по нормальным и  касательным напряжениям , вы-
числяемым по эмпирическим формулам:

                                        
kσ д

=
k σ

εσ

+
1
β
−1; k τд

=
kτ

ετ

+
1
β
−1

                     
(4.5)

4.Запас усталостной прочности (выносливости).
 Запас  усталостной  прочности  по  нормальным  напряжениям  при

симметричном цикле нагружения определяется по формуле 

                                                         

nσ=
σ
−1

kσд
σa ,                                            (4.6)

где     -1 - предел выносливости материала;
           а - амплитудное напряжение цикла.

Запас  усталостной  прочности  по  касательным  напряжениям  при
несимметричном цикле определяется по формуле 

                                         

nσ=
τ
−1

kτ д
τ a+ψ τ τm  ,                                              (4.7)

где     -1 - предел выносливости материала при кручении;
          a, m - амплитудное и среднее напряжения цикла.
           

Запас  выносливости  вала  при  совместном  действии  изгиба  и  кручения
определяется по эмпирической формуле 
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n=
nσ nτ

√nσ
2+nτ

2
 .                                         (4.8)

Очевидно, что вычисленный запас выносливости должен быть не менее
нормативного.

Таблица 5
 Эффективные коэффициенты концентрации напряжений k , k

для валов со шпоночными канавками

Эффективные коэ-
ффициенты

концентрации

Предел прочности материала σ в , МПа

k , k 400 500 600 700 800 1000

kσ  - при изгибе  1,40 1,50 1,60 1,72 1,80 2,00

k τ  - при 
кручении  

1,30 1,40 1,50 1,60 1,70 1,90

Таблица 6
Коэффициенты снижения предела выносливости вала

при прессовой посадке подшипника

Коэффициенты Диаметр Коэффициенты kσ /εσ  и k τ/ ετ  для предела

прочности материала σ в , МПа
мм 400 500 600 700

kσ /εσ  

30
50

 ¿ 100

2,25
2,75
2,95

2,50
3,05
3,28

2,75
3,36
3,60

3,00
3,66
3,94

k τ/ ετ

30
50

 ¿ 100

1,75
2,05
2,17

1,90
2,23
2,37

2,05
2,52
2,56

2,20
2,60
2,76

Таблица 7
Значения коэффициентов чувствительности материала

к асимметрии цикла ψσ , ψ τ

Материал ψσ ψτ

Углеродистая сталь σ В =400...500 МПа 0,05 0,0

Углеродистая  и легированная сталь

                   σ В =500...800 МПа

0,10 - 0,15
0,05

30



Легированная сталь σ В =800...1200 МПа 0,15 - 0,20  0,05 - 0,10

Таблица 8
Значение масштабного фактора  = 

в зависимости от диаметра вала d

Материал
Коэффициенты  k τ/ ετ  при диаметре d, мм

10 20 30 40 50 70
Углеродистая сталь
σ В =400...500 МПа

0,89 0,92 0,88 0,85 0,82 0,76

Углеродистая  и
легированная сталь
σ В =500...800 МПа

0,97 0,89 0,85 0,81 0,78 0,73

Легированная сталь
σ В =800...1200 МПа

0,95 0,86 0,82 0,77 0,74 0,69

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №4

Произвести проверку на усталостную прочность вала, рассмотренного в
задаче № 3. В расчете принять, что нормальные напряжения изменяются по
симметричному циклу, а касательные - по пульсационному. 

Учесть  факторы,  снижающие  предел  выносливости:  концентрацию  на-
пряжений, размеры и способ обработки поверхности детали. Нормативный
запас  усталостной  прочности  [n] =  1,5.  Обработка  поверхности  вала  -
тонкая обточка.

Рис. 9. Зависимость коэффициента качества обработки 

поверхности  от предела прочности материала
       1 - зеркальное полирование; 2 - тонкое шлифование;

       3 - тонкая обточка; 4 - наличие окалины 
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Необходимые данные для  проверочного  расчета  вала  взяты из  условия
задачи № 3.

1.Определение максимальных напряжений в сечении.
Для  рассчитываемого  вала  опасным  является  сечение  С,  где  моменты

максимальные (см. рис.6).
Диаметр вала  был определен при решении предыдущей задачи № 3.

d = 66 мм =66  10 -3 м.
Вычисляем моменты сопротивления сечения вала при его изгибе и кручении:

W изг=
πd3

32
=

π (66⋅10−3 )3

32
=28 ,2⋅10−6  м3 ;

W кр=
πd3

16
=

π (66⋅10−3 )3

16
=56 , 4⋅10−6  м3 .

По эпюрам моментов (см.рис.6 в, ж, д) находим крутящий и изгибающие
моменты,  действующие   в  сечении  С:  крутящий  момент  Mк = 1,62 кНм;
изгибающие моменты My = 2,806 кНм и  Mz = 1,62 кНм.

Максимальные  нормальные  напряжения  от  совместного  действия  изги-
бов в двух плоскостях:

σ max=
√M y

2+M z
2

W изг

=
√(2, 806⋅103 )2+(1 , 62⋅103 )2

28 , 2⋅10−6
=114⋅106 Па=114  МПа .

Максимальные касательные напряжения от кручения

τ max=
M к

W кр

=
1 ,62⋅103

56 , 4⋅10−6
=28 ,7⋅106 Па=28 , 70   МПа .

2.Определение характеристик циклических напряжений.
 По  условию  задачи  нормальные  напряжения  изменяются  по  симмет-

ричному циклу, следовательно
σm=0 ; σ a=σ max=114  МПа ; r=−1 .

Касательные напряжения изменяются по пульсационному циклу 
τm=τa=0 ,  5 τ max=0 ,  5⋅28 ,70=14 ,35  МПа ; r=0 .

3.Механические характеристики материала.
 Необходимые характеристики материала выписываются из справочника

или из табл.4: для стали марки  Ст.50: Т = 380 МПа;  в = 700 МПа;  
-1 = 300 МПа  ; -1 = 180 МПа. 

4.Вычисление коэффициентов снижения предела выносливости. 
Из  табл.  58  выписываются  коэффициенты,  необходимые  для  расчета.

Сечение  С является  опорным,  и  концентрация  напряжений  создается
прессовой посадкой подшипника. 

Используя данные табл.7 (при в = 700 МПа и  d = 66 мм), путём линей-
ной интерполяции находим
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По  рис.9  определяем  коэффициент  влияния  качества  обработки  повер-
хности при тонкой обточке:

 = 0,85. 
Коэффициент  чувствительности  материала  к  асимметрии  цикла  береёся  из
табл.8:

 = 0,05.

Коэффициенты  снижения  предела  выносливости  с  учётом  всех  рас-
смотренных факторов имеют следующие значения: 

5.Определение запаса усталостной прочности.
 Запас усталостной прочности при изгибе и кручении:

ns=
s
−1

ks �
s�
=

300
3 ,88⋅114

=0 ,68 ;

nt=
t
−1

k t �
t �+ y t ¿ tm

=
180
2 ,88⋅15+0 , 05⋅14 ,35

=4,1.

Запас  усталостной  прочности  при  совместном  действии  изгиба  и
кручения:

Запас  усталостной  прочности  вала  не  обеспечен,  так  как  он  меньше
нормативного.  Диаметр  вала  необходимо  увеличить  или  ввести  упроч-
няющую обработку.

Примечание. Если опасным является сечение, в котором насажен шкив, то
концентрация  напряжений  создается  за  счет  шпоночной  канавки  и  для
определения коэффициентов  k, k,  и  нужно использовать табл.5 и 7.
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ЗАДАЧА  № 5

Для стального стержня длиной l,  cжимаемого силой Р, требуется: 
1)  подобрать  размеры  поперечного  сечения  стержня  из  условия  его

устойчивости  при  допускаемом  напряжении  на  сжатие  []  =  160  МПа
(расчет  проводить  методом  последовательных  приближений  по  коэффи-
циенту снижения допускаемых напряжений  на сжатие);

2)  найти  величину  критической  силы  и  коэффициент  запаса
устойчивости nу.

Числовые данные для расчёта следует взять из табл.9, расчётные схемы -
по рис. 10.

Рис. 10. Расчетные схемы сжатых стержней и их поперечные 

сечения
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Таблица 9
                     Числовые данные к задаче №5

Номер
строки

Номер расч.
схемы 

по рис. 40

Сила
Р, кН

Длина
 стержня

l, м
1 1 500 2,5
2 2 480 3,9
3 3 450 2,8
4 4 300 3,2
5 5 350 2,7
6 6 370 3,5
7 7 360 3,0
8 8 460 2,7
9 9 370 2,6
0 10 400 3,1

з ж б

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 5

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

 При сжатии гибкого стержня  осевой силой  возможна  потеря его устой-
чивости, при которой ось стержня искривляется и начальная прямолинейная
форма равновесия нарушается. Минимальная сжимающая сила, превышение
которой вызывает потерю устойчивости, называется критической силой. 

При расчётах сжатых стержней на устойчивость встречаются следующие
основные задачи: 

1. Вычисление величины критической силы;
2. Определение допускаемого значения сжимающей силы;
3. Подбор сечения стержня по условию его устойчивости;
4. Определение запаса устойчивости стержня.
Величина критической силы вычисляется по формуле Эйлера или Ясин -

ского в зависимости от гибкости рассматриваемого стержня.
Под  гибкостью стержня понимается безразмерная величина, вычисляемая по 
формуле

                                                            
λ=

μ l
imin

,
                                                (5.1)

где     l- длина стержня; 
      imin - минимальный радиус инерции  поперечного сечения; 
          - коэффициент, зависящий от способа закрепления концов стержня.
Его  значения  для  наиболее  распространенных  способов  закрепления
приведены в табл.10.
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Формула Эйлера применима при условии, что критическое напряжение,

равное , не превышает предела пропорциональности материала стержня.
Обычно это условие выражается формулой

               

                                   ,                                                           (5.2)

где    - предельная гибкость  стержня.                 

Для каждого материала  определяется по выражению 

,                                                               (5.3)
где     Е - модуль упругости материала;
        пц - предел пропорциональности материала стержня.

Например, для стали марки Ст.3 при  E =  2105 МПа,  пц = 200 МПа и
предельная гибкость пр = 100.

Если расчетная гибкость стержня больше или равна предельной, то для
вычисления критической силы применяется формула Эйлера:

                                                      (5.4)
если гибкость меньше предельной,  то для вычисления критической силы 
используется эмпирическая формула,  предложенная Ясинским:
 

                                                  (5.5)

(для стали  Ст3  a=310 МПа,b=1 ,14 МПа ).
Наряду  с  расчётами  по  формуле  Эйлера  или  Ясинского  при  расчетах

сжатых  стержней на  устойчивость  широко  применяется  метод,  в  котором
условие устойчивости сжатого стержня записывается в следующем  виде:

 []у =   []с,                                                  (5.6)
где  N- сжимающая сила;
       F - площадь поперечного сечения стержня;
   []у - допускаемое напряжение при расчете стержня на устойчивость;           
   []с - допускаемое напряжение материала стержня при сжатии;
        - коэффициент снижения допускаемого напряжения. 

Величина коэффициента  зависит от гибкости стержня  и материала, из
которого  он  изготовлен.  Для  малоуглеродистой  стали  (Ст.3)  его  можно
определить по табл.11.
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Таблица 10
Коэффициенты приведения длины 

Схема
закрепления

Коэффициент
μ 2 1 0,7 0,5

в зависимости от способа закрепления концов cтержня

Таблица 11

Величины
коэффициентов  для стали Ст. 3
в зависимости от гибкости 

λ ϕ λ ϕ λ ϕ

0
10
20
30
40
50
60

1,00
0,99
0,96
0,94
0,92
0,89
0,86

70
80
90
100
110
120
130

0,81
0,75
0,69
0,60
0,52
0,45
0,40

140
150
160
170
180
190
200

0,36
0,32
0,29
0,26
0,23
0,21
0,199

Условие  устойчивости  позволяет  найти  допускаемое  значение
сжимающей силы:

                                 []сж.                                           (5.7)

Поскольку условие устойчивости  включает в себя два параметра  и ,
зависящие  друг  от  друга,  при  подборе  сечения  стержня  следует  ис-
пользовать  способ  проб,  заключающийся  в  том,  что  задаются  значением
одного  из  параметров,  например  ,  определяют  из  условия  устойчивости
площадь сечения, а  затем проверяют, удовлетворяется ли условие

 =   []сж.
Если  условие  удовлетворяется,  то  расчет  на  этом  заканчивается,  если
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нет, то задаются новым значением и аналогичный расчет повторяется до
тех пор, пока условие устойчивости не будет удовлетворено.

Запас устойчивости сжатого стержня 

                                                                                                            (5.8)
показывает,  во сколько раз критическая сила больше заданной или допус-
каемой.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №5

Стальной  стержень  длиной  l =2,8  м  заданной  формы  поперечного
сечения сжимается силой Р = 411кН (рис.11).

Требуется:
 1) подобрать размеры поперечного сечения стержня (расчет производить

методом последовательных приближений по коэффициенту );
2) найти величину критической силы Ркр и вычислить запас устойчивости

стержня nу. Материал стержня сталь Ст.3; допускаемое напряжение на сжа-
тие []с=160 МПа.

1.  Определение  геометрических  характеристик  сечения  стержня  через
искомый размер сечения a:

площадь сечения 

F=3a⋅2 a−
πa2

4
=5 ,21 a2 ;

    размер a

Главные центральные  моменты инерции 

Рис. 11. Расчетная схема сжатого стержня и его поперечное сечение

38



Минимальный момент инерции

Минимальный радиус инерции

Для заданного варианта закрепления по табл. 10 выбирается коэффици-
ент приведения длины  = 0,7.

Гибкость стержня 

2.Подбор поперечного сечения стержня. 
Из условия устойчивости площадь поперечного сечения

F≥
P

ϕ⋅ [σ ]сж

.

Как  указывалось  выше,  в  условии  устойчивости  неизвестными  вели-
чинами являются   и  F,  которые можно найти методом последовательных
приближений, для чего задается одна из неизвестных величин - .

Для первого приближения примем   1 = 0,5.
Тогда соответствующая площадь поперечного сечения стержня 

Находим параметр  а:

Проверяем,  соответствует  ли  допускаемая  нагрузка  для  подобранного
сечения заданной силе.

Гибкость стержня при 

  По  табл.  11  следует  найти  соответствующий  коэффициент  .  Значения
 = 102 в таблице нет, поэтому искомое значения коэффициента  определяется
линейной интерполяцией:

при  = 100      100 = 0,60; 
при  = 110      110 = 0,5; 
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     Соответствующая допускаемая сила

   
Pдоп1

=ϕ1
¿
¿ F1¿ [σ ]=0 , 584⋅51, 4⋅10−4

¿160⋅106
=480 ,3⋅103 Н=480 , 3 кН.

,
      Расхождение между заданной силой и полученной 

Подобранное  сечение  не  удовлетворяет  условию устойчивости,  так  как
допускаемое расхождение между силами заданной и полученной расчетным
путем не должно превышать 5 %.

Вычисления повторяются еще раз. 
Второе приближение: новое значение коэффициента  2 определяется по

выражению:

   Все вычисления, выполненные при первом приближении, повторяются, но 
при новом значении  = 2:

F2=
411⋅103

0 , 542⋅160⋅106
=47 , 4⋅10−4 м2 ; а2=3 , 02⋅10−2 м ; λ=106 ;

ϕ2
¿
=0,6−

(0,6−0 , 52)⋅6
10

=0 , 552 ;

Pдоп2
=ϕ2

¿
¿ F2¿[ σ ]=0 ,552⋅47 ,4⋅10−4

¿160⋅103
=418 , 6  кН ;

|P зад−Pдоп2
|

Pзад

100 %=
|411−418 ,6|
411

100 %=1, 85 %<5  %.

   Расхождение между силами  составляет менее 5 %, что приемлемо. Тогда 

искомый размер a=a2=3 , 02⋅10−2  м≈3   см .

3.Определение критической силы.
 Для подобранного сечения расчетная гибкость стержня 

 
Предельная  гибкость  для  стали  марки  Ст.  3  равна 100,  поэтому

критическую силу следует вычислять по формуле Эйлера, так как пр .
Минимальный момент инерции принятого сечения стержня

J min=J y=1 , 95 a4
=1 ,  95⋅34

=158  см4 .
  Критическая сила
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Pкр=
π 2 EJ min

( μl )2
=

π 2⋅2⋅1011⋅158⋅10−8

(0,7⋅2,8 )2
=812⋅103 Н=812  кН

  Запас устойчивости сжатого стержня:

ПРИЛОЖЕНИЕ

Сортамент прокатной стали
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Таблица П1.

Сталь прокатная угловая равнополочная
ГОСТ 8509-72
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    Продолжение табл. П1. 

    Окончание табл. П1.

43



44



Таблица П2.

Сталь прокатная угловая неравнополочная
 ГОСТ 8510-72
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Окончание табл. П2.
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                                                                    Таблица П3.

                    Сталь горячекатаная. 
       Балки двутавровые.   ГОСТ  8239-72
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                                                                     Таблица П4.

               Сталь горячекатаная. 
Швеллеры с уклоном  внутренних граней полок
                ГОСТ 8240-72
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